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Zur Geschichte des zeitstetigen Modells 43>

» Brownsche Bewegungen gehen auf den Botaniker Robert
Brown zuriick, der sie 1827 in Fliissigkeiten beobachtete.

» Es war Albert Einstein, der 1905 das passende physikalische
Modell entwickelte.

» Die mathematischen Grundlagen legte dann Norbert Wiener
im Jahr 1923.

» In die Okonomie wurde es von Paul Samuelson in den 60er

Jahren eingefiihrt.

Heute wird oft etwas verkiirzt berichtet, dass Black & Scholes
sowie Merton die Vater des Modells sind.



Wie stellt man das Modell dar? a4 >

Tabelle: Begriffe beim 2x2- und Binomialmodell.

Binomialmodell zeitstetiges Modell
Pfad stetige Funktionen*
Wahrscheinlichkeit MaRe*
Aktie, Bond Aktie, Bond
Handelsstrategie [to-Integrale™

vollstdndiger Markt
arbitragefreier Markt
Fundamentalsatz



Literatur zur notwendigen Mathematik 4bp

Die Brownsche Bewcii:::g The Brownmn Heutzutage findet man
Motion fast ausschlieBlich

A Rigorous but Genithe batrodection

e Fennosists Zeitstetige Mode“e in
der Finanzierung.

Andreas Lofler  Luwz Kruschwitz

Brownsche Bewegung bei
BoD (deutsch) und Springer (englisch, open access)



Unser Ziel: Die Aktie 46>

Der logarithmierte Aktienkurs ist normalverteilt mit der Drift

und der Volatilitat o

wle ()]

Sp = Sy - ettHVoRtW

Aquivalent dazu

fur normalverteiltes W.



Eine Simulation 47>

Abbildung: Beispiel einer chaotischen Preisbewegung (bei
Lognormalverteilung).

Quotient In(S:/So)

N W b

Zeit t



Ausgangspunkt Binomialmodell 48

» Laufzeit von 0 bis T

» Die Periodenlange wird verkleinert. Aus T Perioden werden
nT Perioden. (Der Abstand zweier Zeitpunkte ist jetzt 1).

» Dann n — oo.

» Dazu miissen wir aber die Einzelwahrscheinlichkeiten und die
Parameter u, d anpassen, sonst wird das Modell unsinnig.



Die Parameter im Binomialmodell 19>

Auf- und Abwértsbewegung ergeben sich aus

oder

Die Einzelwahrscheinlichkeiten sind

1 w1 1 w1
u_ - [1482,/2 d:1_ u_ — (12 /2. 2
p 2<+J n>, p p 2( - n) (2)

Der risikolose Zins ist
rr=en—1 (3)



Erreichen wir so unser Ziel? <10 >

Ja, damit erfiillt die Aktie unsere Bedingungen. Wir beginnen mit
dem Erwartungswert,

s\ St S;_ 1 5%
E [In <50>] =E |In <5T 5 : S umstellen
=E [In ( 57 ) ( )] Eigensch. In
1
In ( ST ) ( " )] Eigensch. EW
57—_; 0

=nT[p"In(1+u)+ (1 - n(1+ Def. EW
v [; (1 ¥ gf) % - % (1 - gf) }] siehe (1), (2)

1
r: O ] — nTﬁ kiirzen,ausrechnen
g

=E




Was ist mit der Volatilitat? allp>

In 5T ST_% 2 mstellen
5. .5 . 5 umstelle

|
Q]

= lim Var [In ( Sl ) + -+ Var
n—oo ST—l

= lim nT[p”(|n(1+u))2+(1—p“)(In(1+c/))2—(%)2] Def. Vart
n—o00

= nh_)n;o nT{%(l+§ﬁ)§+%(1—§ﬁ)§—%} siehe (1), (2)

2 2 1
— lim a7 |2 E } = lim [azT—uzTn] =02 T ausrechnen



FuBnote 412>

Wir benutzen Var[Z] = E[Z?] — E[Z]?, wobei Z = In <557 )

1
T—%

Wir wissen E [In <557 )] =  aus Folie 10. Analog E[Z?].

1
T—%



Zuletzt: Binomial- und Normalverteilung <13 >

Wenn n — oo, dann wird aus der Binomial- eine Normalverteilung.
Wie?

Feststellung. Die kumulierte normierte Binomialverteilung

B(k;nT,q) geht fiir n — oo in die normierte Normalverteilung
N(limp—00 k—nTq ) lber.

v/nTq(1-q)
Verteilungsfunktionen
B(k*inT,q), N ( meid)
1
0.5
Haufig-
keit k*



Black-Scholes-Gleichung <14 >

Satz Parameter des Binomialmodells seien wie gegeben. Fiir
n — oo gelten in der Bewertungsgleichung des Calls

Co=So-B(k*; T, — ﬁK -B(k*; T,q9).

die Grenzwerte

lim B(k*;nT,§9) =N (

n—o00

In(So/K)+ rT+%T
oV'T

und

lim B(k*;nT,q%) =N

n—o0

In(So/K)+rT —% T
oV'T '

Das ist die Black-Scholes-Formel (wenn (1 + r¢)™"T = e~'T, siehe

(3))-



Beweis: Strategie <15p>

Wir wollen diese Gleichung jetzt “beweisen”.

’Call Binomialmodell mit u, rf,d‘

n— oo

’ Black—Scholes—Formel mit yu, o ‘

Dabei konzentrieren wir uns auf den zweiten Term, der erste
Grenzwert ldsst sich analog zeigen. Wir ben&tigen mehrere Schritte.



Beweis: 1. Schritt 116 >

Wir hatten eine Feststellung, wie die Binomialverteilung in eine
Normalverteilung tibergeht,

k* — nT d
lim B(k*;nT,q%) =N [ lim nq .
n—o00 n—o00 and(]_ _ C/d)

Wir miissen uns nun um den Elemente im Grenziibergang in der
Klammer kiimmern.



Beweis: 2. Schritt Q17>

Wir kennen den Schwellenwert k*,

In (%) —nTIn(1+ u)
k* = Summationsgrenze bei nT Perioden
In(1+d)—In(1+u)

In (Sﬁo) - nT\%

= > wegen (1)
_2%
In (Sﬁo) — Toyn |
= oo vereinfachen.



Beweis: 2. Schritt 118>
Ergibt

In(&)-Tovn J
K* — and ﬁ —nlq
= 5.0
nTq?(1—q9) VnTq?(1—q9)
in (&)~ Tovn+ andzﬁ S,
= erweitern mit —2——
—2-2 \/an (1- V/n
In (S—O> — Toy/n+ qu20ﬁ
= V/n kiirzer
—20+/Tq¥(1 - q%)

In (L) — Toyn(1-2q7
= (50> ( ) To+/n ausklammerr
—201/Tq(1 - q)
In (%) + Toy/n(q" - qd)

= erweitern mit —1.

204/ Tq9q"




Beweis: 3. Schritt, Strategie 119>

Die Parameter g“, q¢ und n miissen verschwinden. Dabei schauen

wir auf Zahler und Nenner getrennt. Wir verwenden mehrfach die

Regel von |'Hospital fiir unbestimmte Grenzwerte (also Grenzwerte
der Form 3 oder %)

(4)

Anmerkung. Woher kommt diese Regel? Man verwendet Taylorregel mit erster
N&herung,
f(x) _ f(0)+x-f'(0) '(0)

) g0 +xg(0) ~= g0




Beweis: 3. Schritt, Zahler

<120 >

Wir betrachten nur /n(g" — q9), da T nicht von n abhingig

Jim Vit~ = im 7

r

2(en — 1) —

—d)— (u—ry)

u—d

(e Vi —1)— (eVi —1)

o

o

oo %(eﬁ—l—efﬁ—kl)

2

2eXr _ g=X0 _ ogXo

A x (e — e )

2 _
4xre* " 4+ oe

= |lim

Xo

_ O.eXO'

x—0 eX0 — e7X 4 x (geX? 4+ ge™*7)

2
4re* r+8x2 r

= lim

€

2 x2r7

O_Ze—xo'igZexo‘

X—0 0eX7 +oe X9 456X 45T X7 +x(02exa —o2e™Xx0 )

2r —

_4r—|—0—a2—a2

g

2

o+oc+oc+o

20

)

siehe (1), (

1
Substitution ﬁ =
I'Hospital (

I'Hospit

Grenziibergal



Beweis: 3. Schritt, Nenner

(u — rf)(rf — d)

. d u__
Jim q7q" = lim (u—d)?
i (87 —eh)(eh — e )
n—o0 (eﬁ _ e—ﬁ)z
2 2 _
_ i (exa — X r)(ex r_ e xo)
x>0 (ex0 — e7x7)2

_62x2r + ex2r+xa 4 exzr—xa

-1

= lim
x—0 eZXU + ef2xa -2

121>

siehe (1), (3)

Substitution

1
— =X
Vvn
ausmult.



Beweis: 3. Schritt, Nenner Q422>

2x2r+ex2 r+xa+ex2r7xo' _1

= lim == et T e ausmult.

x—0 e +e -2
2 2 2

= lim =4 @uro)e T 4 (2ar—g)e 17X I'Hospital (4)
x—0 20e4X0 _2ge—eX0
. —4r(e2x2r+x~s2X2r-4rx)+2r-ex27+xg . ’ .

= lim e An)i2 wieder |'Hospital
X0 402(e350 e~ 2x0)

2 2 2
+(2xr+a‘)2~ex H»xo'_*_zpex (7X0+(2xr—cr)2~ex r—xo
402(62xo'+e—2xo')

—4r+2r+o0°+2r+0% 1
= == Grenzwert
802 4




Beweis: 4. Schritt 123>

Zusammenfassen,

In (%) +Toyn(g'—q?) In (%) + To2s 2

lim =
n—o0 20 /ququ 2% T%
n($)+m-5T
B oV T

und das wollten wir letztendlich zeigen.
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