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Vier Beispiele fiir elementare Arbitragen 43>

1. Zwei Wertpapiere mit identischen Auszahlungen (X1 = Y1)
und unterschiedlichen Preisen (Xp # Yo).

2. Ein Wertpapier, das in der Zukunft nichts zahlt (X; = 0) und
einen positiven Preis (Xp # 0) besitzt.

3. Ein Wertpapier, das heute nichts kostet (Xp = 0) aber morgen
einen sicheren Ertrag verspricht (X; = 1 oder “Geschenk
morgen”).

4. Aber auch ein Wertpapier, das heute nichts kostet und morgen
nur manchmal einen Ertrag verspricht (also etwa Xj(1) =1
und sonst Xi(s) = 0) ist eine Arbitrage (auch hier liegt ein
“Geschenk morgen” vor).

Keine Arbitrage liegt vor, wenn beispielsweise der Preis heute null
ist und morgen nur im Durchschnitt ein Ertrag erfolgt (E[X1] > 0):
Ertrag ist nicht sicher, es kann Xi(s) < 0 in einem Zustand sein.



Definition <4
Definition. Ein Markt ist arbitragefrei genau dann, wenn es kein
Wertpapier (eine “Arbitrage”) mit folgenden Eigenschaften gibt:

X1 > 0 und — Xo > 0, (1)
und zudem Xj # 0 oder Xp # 0 gilt.

arbitragefrei



Erster Fall 45>

Hier sei X # 0 erfiillt.
Dann gelten drei Ungleichungen
X1 >0, —Xo >0, Xy #0.
Das Wertpapier liefert in t = 1 etwas, kostet aber heute nichts.

Achtung. Aus den Annahmen folgt nicht X; > 0 — ein
Gegenbeispiel ist X; = (1,0).



Zweiter Fall 46>

Hier sei Xy # 0 erfiillt.
Dann gelten zwei Ungleichungen
X1 >0, —Xp > 0.
Das Wertpapier kostet in t = 1 nichts, liefert aber heute etwas.

Weil Xj eine Zahl ist, folgt jetzt aus —Xp > 0 und Xy # 0 sehr
wohl —Xp > 0.



Linearitat der Preise Q7>

Satz In einem arbitragefreien Markt gilt fiir alle Zahlen a und b
sowie Wertpapiere Z* und Z?2

Vs Yi(s) = a-Zi(s)+ b-Z2(s) = Yo=a-Z}+b-Z3. (3)
("keine Synergien”, “keine Mengenrabatte”)

Beweis: indirekt. Nehmen wir einmal an
Yo<a-Zy+b-Z3

Folgende Strategie X bildet Arbitrage
1. kaufe das billige Asset Y
2. verkaufe das teure Portfolio aus a Mal Z* und b Mal Z?

damit
X=Y-(a-Z'+b-27).



Beweis, Il 48>

Fiir das X gilt dann nach Konstruktion
Xi=Y1—(a-Z} +b-27) =0

und damit X3 > 0 wie in der Definition fiir Arbitragen gefordert.
Zudem gilt

~Xo=-Yo+ (a-Z3+b-2Z3) >0

nach Voraussetzung. Damit ist das Arbitrage (das war Fall 2).



Beispiele fiir arbitragehaltige Preise 19>

Wir betrachten einen Markt, an dem Wertpapiere mit Zahlungen in
zwei Zustianden gehandelt werden

vi = (V1) 71(2)).

Fiir die Preise wird uns eine "“Preisfunktion” prasentiert.



Beispiel 1 <10

Wir nehmen an, die Preise eines Wertpapiers errechnen sich nach
folgender Beziehung

Yo := —Yl(].) + Y1(2).

Sehen Sie die Arbitrage (kdnnen Sie das X aus der Definition
konstruieren)?



Beispiel 1 — die Arbitrage <1l >

Eine Mdglichkeit:
X1:(].,0) - X1 >0, X1#0 und —Xp=1 «£0

und das ist eine Arbitrage.



Beispiel 2 <12

Wir nehmen an, die Preise eines Wertpapiers errechnen sich nach
folgender Beziehung

Yo = Y Y1(1)2 + Y1(2)

Eine doppelte Menge des ersten Arrow—Debreu—Titels kostet
weniger als doppelt soviel (nur 1.587 Mal soviel). Das ist wie ein
Mengenrabatt.

Sehen Sie den Widerspruch oder sogar die Arbitrage?



Beispiel 2 — die Arbitrage <13 >

Eine Mdglichkeit:

X1 =(1,0), 1 =(2,00 = 2-X;=Y; und Xo=1
— Yo = 1.5874 75 2- Xo

und das verletzt Linearitat.



Zusammenfassung <14 >

Die Preise diirfen nur linear von Xi(1) und Xi(2) abhédngen und die
Koeffizienten miissen positiv sein!

Das ist die Intuition des ersten Fundamentalsatzes.
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