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Zinsstrukturkurve 43>

In Zukunft gebe es T Zeitpunkte. Wir betrachten nur
festverzinsliche Wertpapiere (“bonds”), die Zahlungen in diesen
Zeitpunkten versprechen.

Ein festverzinsliches Wertpapier verspricht eine Zahlung von genau
einer Geldeinheit in einem Zeitpunkt t (“Zerobond"). Der Zerobond
kostet heute Zp(t).

Der einjahrige Zinssatz fiir eine Geldanlage vom Zeitpunkt 0 bis
zum Zeitpunkt t wird mit ro; bezeichnet (“yield”). Fiir den Preis
des Zerobonds gilt dann

1

20 = T

Durch die Angabe der Kassazinsatze ry ¢ ("Zinsstrukturkurve”) oder
die Angabe der Preise fiir Zerobonds ist der Kassamarkt vollstandig
beschrieben.



Beispiel einer Zinsstrukturkurve 44>

Die Zinsstrukturkurve ist die Abbildung aller Kassazinssatze rg ;.
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Abbildung: Zinsstrukturkurve (hier: Mai 2015)

Wachsende Verliufe sind iiblich. Fallende Verlaufe bezeichnet man
als “invers”, sie sind nur von relativ kurzer Dauer. Stukturkurven
mit Buckeln (“humped"”) tauchen sehr hiufig auf.



Preis eines Forwards auf Zinsprodukte 45>

Satz (Termin- und Kassazinssatze) Der heute vereinbarte
Forwardzins r; +11 auf eine Geldanlage von t bis t + 1 ergibt sich
aus den heutigen Kassazinssdtzen ro; und rg r+1 wie folgt

1 - (1 + r071_-)t

T+ reerr (T4 rgepn)ttt

Beweisidee: Wir vergleichen den Forward mit zwei Kassageschaften,
» wir legen heute den Geldbetrag Gg bis t an und
» wir borgen heute den (identischen) Geldbetrag Go bis t + 1.

Damit haben wir bei diesen Kassageschiften (wie auch beim
Forward) keine Zahlungen von 0 bis ¢t — 1.



Beweisidee 46>

Abbildung: Zwei Kassageschifte ergeben das Forwardgeschaft.
+ steht fiir Zahlungen, die der Investorin zuflieRen;
— steht fiir Zahlungen, die die Investorin aufzubringen hat.
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Beweis 47>

Im Zeitpunkt t erhalten wir die Auszahlung aus der Geldanlage
(1 + ro,¢)* Go. Einen Zeitpunkt spater zahlen wir den Kredit

(1+ ro.e1+1) 1 Go zuriick.

Dieses Geschift hat Ahnlichkeiten mit einem Forward auf eine
Geldanlage von t nach t + 1: auch dort erhalten wir in t Geld G;
und zahlen es eine Periode spater mit Zins zuriick.

—> Wenn beide Geschafte die gleichen Zahlungen in t + 1 liefern,
miissen sie auch den gleichen Preis in t haben (Arbitragefreiheit!)

= Wenn also G¢(1 + ree41) = (1 + ro.e41)7 Go, dann auch
Gt = (1 + r07t)tG0.

— Das ist die Behauptung.



Preis eines Futures auf Zinsprodukte 48>

Satz (Forwards und Futures) Sind die Kassazinssitze nicht
stochastisch (d.h. bereits im Zeitpunkt t = 0 bekannt), dann
stimmen Forward und Future Preise (iberein.

Beweis. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die
Zinsstruktur flach ist: r; y41 = rr. Das Gut ist in T gerade St wert.

Der Forward wird heute abgeschlossen, der Preis bei Lieferung ist
FOy. Auch der Future wird heute abgeschlossen, es wird der Preis
Fo vereinbart. Wir haben zu zeigen FOy = Fy und fiihren den
Beweis indirekt: also gelte

FOg > Fg.

Jetzt konstruieren wir eine Arbitrage: der Investor wiirde hier
unendlich reich werden. Das beweist die Behauptung.



Beweis 49>

Der Investor bildet dazu ein sich in der Zeit verdnderndes Portfolio
aus einem forward short (“verkaufe Gut zu FOp") und mehreren
futures long (“kaufe Gut zu Fy" bzw. “kaufe zu F;"). Dabei halt er
insgesamt

in 0 genau (1 + r¢)~(7—1) Einheiten des future long

in 1 genau (1 + r¢)~(7=2) Einheiten des future long

in T — 1 genau (1 + r¢)? (=eine) Einheit des future
long.

Der Futurepreis entwickelt sich in der Zeit: in t = 1 ist er Fy, in

t =2 ist er F> usw.



Beweis, Il <110 >

Analysieren wir die Zahlungsstrome bei diesem Portfolio. Der
Forward 16st bis T — 1 keine Zahlungen aus. Der Future dagegen
|6st Marginzahlungen aus (Investor ist Kaufer). Diese Margins borgt
sich unsere Investorin. Sie macht also Schulden in folgender Hohe
in 1 genau (14 rr)~ ("D . (Fy — F)
in 2 genau (1+rr)~(T=2) . (F; — F)

in T genau (1+r£)°- (Fr_1 — Fr)



Beweis, |l] <11 >

Am Ende der Laufzeit muss die Investorin alle Schulden zuriick
zahlen. Das ergibt Zahlungsverpflichtung in Hohe von

L+ r) TR — F)- (14 )T 1
F(14r) TR -F)- L+ 24
ot (U ) (Froy = Fr) - (L4 re)°

= (Fo = Fi)+ (FL=Fo) + ...+ (Fro — F)

= Fo— St.

Unsere Investorin liefert auBerdem das Gut zu FOp. Da sie es am
Markt kauft, realisiert sie einen Erlés von FOy — S7. Damit
verbleibt insgesamt

(FO()-E?‘)- (F()—g-[/') = FOo—Fo > 0.

Erlés Forward Tilgung Schulden

Sie hat bis T — 1 nichts gezahlt und erhilt jetzt positiven Betrag.
So wird man unendlich reich — Widerspruch.
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